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第1章 はじめに

1.1 本共同研究の目的

企業にとって，販売に関する時系列データの統計的な解析によって在庫量を

動的に適切に調整することは重要である．時系列解析の手法としてはARIMA

モデル (自己回帰和分移動平均モデル)が標準的であり，ARIMAモデルの活

用によって在庫管理の合理化が期待される．しかしながら実際の販売データ

には異常値 (はずれ値)や構造変化が含まれる場合があり，そのような場合に

はモデルの変更を含めた検討が必要となり，ARIMAモデルの機械的なあて

はめだけでは不十分となる．

予測残差の中であるしきい値以上の値が現れた場合には，異常値であるか

の検討が必要となる．あい続く複数の予測残差に，分散の増加など何等かの

それまでと異なる傾向が現れた場合には，構造変化 (モデル自体の変化)を検

討する必要がある．

異常値や構造変化がおこる原因は，天候，ニュースとなるような事件，一

般的な経済状況の変化など，さまざまな外的なものも考えられるため，注目

している時系列データの分析だけにはとどまらないこともある．また，注目

している時系列データ解析の範囲に限ってみても，しきい値の具体的な設定

のための確率計算が複雑であり，簡便な方法がない現状である．本研究では，

異常値検出や構造変化検出の実際上の重要性に鑑みて，これらの手法のサー

ベイをおこなうとともに，実際に売り上げデータへの適用例を示す．

1.2 報告書の構成

本報告書の２章では時系列解析，特に最も簡便なモデルである自己回帰モ

デル (ARモデル)に関して必要となる事項をまとめている．異常値検出のた

めには複雑な計算が必要とされるため，想定するモデルとしてまず ARモデ

ルを用いることが考えられる．３章では単一の時系列の時間的な相関を表す

自己相関関数，および複数の時系列の間の相関を表す相互相関係数について

説明する．これらの相関係数に顕著なパターンが見られれば，モデルを用い

ることなく異常値の検討が可能となる可能性がある．しかしながら，異常値

の検出はやさしい問題ではなく，モデルに基づく方法が必要となる．４章で

は異常値の検出および構造変化の検出に関して，統計的検討に基づくよりも
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計算量の面で有利な方法である Change Finder とよばれる手法について説明

している．この方法は ARモデルの仮定のもとで，異常値検出の方法と平滑

化を組み合わせることによって，異常値検出と同時に構造変化の検出もおこ

なうことができ，すぐれた方法である．最後に５章では Change Finder を実

際の複数の売り上げデータに応用した分析例を示し，この方法の有用性を検

証する．
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第2章 時系列解析の基本

本章では，まず時系列分析の基本的な枠組みを確認する．次に，今回の分

析に用いるアルゴリズムにおいて重要な役割を果たす ARモデルを解説する

[1]．

2.1 時系列解析の基本

2.1.1 確率過程

考える時点の集合を T とする．時点 t ∈ T においてある事象が観測され

る確率は確率密度関数 xt に従うとする．さらに，確率変数 p (xt)の集合を

{p (xt)}t∈T と表す．このような時刻 tに関する確率変数の系列を確率過程と

呼ぶ．本報告書で用いる確率過程は，T = {1, 2, ...}である離散的確率過程と
呼ばれるものである．

2.1.2 定常過程

離散的確率過程 {xt}が次の二つの性質を持つとき，{xt}は弱定常過程で
あるという．

• E (xt) = µ（平均が時間によらず一定）

• Cov (xt, xt+1) = γ (|h|)（異なる時点間の共分散が時間差のみに依存
する）

定常過程 {xt}の分散は V (yt) = γ (0)となる．つまり，時間に依存せずに一

定である．自己共分散を分散で割った量

ρ (h) =
γ (h)

γ (0)
=

γ (t)

V (yt)
= ρ (−h)

を時差 hの自己相関といい，ρ (h) , h = 0, 1, 2, ...の全体をコレログラムとい

う．ρ (h)の絶対値は 1以下であり，1に近いほど相関が強いことを表す．
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2.1.3 短期記憶性と長期記憶性

次のような時差の自己共分散の絶対総和

S =
∞∑

h=−∞

|Cov (xt, xt+h)| =
∞∑

h=−∞

|γ (h)|

について，S が有限の値に収束するときは時系列が短期記憶的，そうでない

ならば長期記憶的であるという．

2.2 自己回帰 (AR)モデル

短期記憶的なモデルの代表的なものとして，自己回帰 (AR)モデルが挙げ

られる．時系列 {xt}t∈T が

xt = ϕ1xt−1 + · · ·+ ϕpxt−p + εt, {εt} ∼ i.i.d.N
(
0, σ2

)
(2.1)

によって表されるとき，{xt}は次数 pのAR(p)モデルに従うという．AR(p)

モデルの定常性について，次の定理が有名である：

AR(p)モデルにおいて，特性方程式

ϕ (x) = 1− ϕ1x− ϕ2x
2 − · · · − ϕpx

p = 0

の根の絶対値がすべて 1よりも大きいとき，定常過程である．

定常性AR(p)モデルが与えられた場合に，その自己相関を求める方法を述

べる．式 (2.1)の両辺に yt−j (j > 0)をかけて期待値を取り

γ (j) = ϕ1γ (j − 1) + ϕ2γ (j − 2) + · · ·+ ϕpγ (j − p) (2.2)

を得る．この両辺を γ (0)で割ることで得られる p階の差分方程式

ρ (j) = ϕ1ρ (j − 1) + ϕ2ρ (j − 2) + · · ·+ ϕpρ (j − p) , (j > 0) (2.3)

を考える．特性方程式の根によって場合分けを行う．ここでは，特性方程式

の根 λ1, λ2, · · · , λp がすべて異なる場合のみを取り上げて考える．特性方程

式の一般解は，c1, c2, · · · , cp を定数として

ρ (j) =

p∑
i=1

ci

λj
i

と与えられる．定数 c1, c2, ..., cp を求めるに先立ち，式 (2.3) において j =

1, 2, ..., p− 1とし，ρ (1) , ρ (2) , ..., ρ (p− 1)に関する次の連立方程式を解く：
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ρ (1) = ϕ1 + ϕ2ρ (1) + · · ·+ ϕpρ (p− 1)

ρ (2) = ϕ1ρ (1) + ϕ2 + · · ·+ ϕpρ (p− 2)

...

ρ (p− 1) = ϕ1ρ (p− 2) + ϕ2ρ (p− 3) + · · ·+ ϕpρ (1) .

この上で，c1, c2, .., cp を未知数に持つ，次の連立方程式を解けばよい：

1 = c1 + c2 + · · ·+ cp

ρ (1) =
c1
λ1

+
c2
λ2

+ · · ·+ cp
λp

...

ρ (p− 1) =
c1

λp−1
1

+
c2

λp−1
2

+ · · ·+ cp

λp−1
p

.

逆に，AR(p)モデルの自己相関が与えられた場合に，モデルの係数ϕ1, ϕ2, ..., ϕp

を求める場合を考える．このために，式 (2.3)において j = 1, 2, ..., pの場合

を考えて，次の p本の方程式を得る：

ρ (1) = ϕ1 + ϕ2ρ (1) + · · ·+ ϕpρ (p− 1)

ρ (2) = ϕ1ρ (1) + ϕ2 + · · ·+ ϕpρ (p− 2)

...

ρ (p) = ϕ1ρ (p− 1) + ϕ2ρ (p− 2) + · · ·+ ϕp.

これらを，行列やベクトルで表現すると次を得る：


1 ρ (1) · · · ρ (p− 1)

ρ (1) 1 · · · ρ (p− 2)
...

...
. . .

...

ρ (p− 1) ρ (p− 2) · · · 1



ϕ1

...

...

ϕp

 =


ρ (1)
...
...

ρ (p)

 .

これをユール・ウォーカーの方程式という．
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第3章 データの相関からのアプ

ローチ

与えられた時系列データの構造を調べるためには，時系列データの相関を

見ることが有効であると考えられる．この相関は，相互相関関数といった形

で考えることができる．与えられたデータが大規模であるとき（例えば金融

に関するデータ），リカレンスプロット [2]のような視覚的にも明確な手法を

用いることができる．今回扱う購買データは大規模なデータではないものの，

データに強い相関が見られる場合にはこの相関を用いたアプローチが考えら

れる．

3.1 単一のデータ系列における相関

ここでは，ある単一のデータ系列が与えられた場合にその相関を見ること

を考える．例えば，ある食品が月曜日に特売されるのであれば，周期的に良

く売れる日があるはずである．データの相関をみることでこういった情報を

見出すことができる．

これは，次のように定式化する．対象の時系列を xt, (t = 1, 2, ...)とし，平

均を µxとする．さらに位相遅れを τ とする．例えば，τ = 7とすれば，デー

タにおける一週間の周期を見ることとなる．このとき，自己相関関数は

γxx (τ) = E [(xt − µx) (xt+τ − µx)]

と定義される．

3.2 複数のデータ系列における相関

ここでは，複数のデータ系列にまたがる相関関係を見る．例えばある食品

Aと別の食品 Bが同時に良く売れる場合がある可能性，また，Aが良く売れ

た次の日に Bが良く売れる可能性があるのであれば，こういった情報を見出

すことができる．

これは，次のように定式化する．対象の時系列を xt, yt (t = 1, 2, ...)とし，

それぞれの平均を µx, µy とする．さらに位相遅れを τ とする．例えば，xt =

野菜 1，yt = 野菜 2，τ = 7とすれば，ある日の野菜 1の売り上げとその日
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から一週間後の野菜 2の売り上げの関係を見ることとなる．このとき，相互

相関関数は

γxy (τ) = E [(xt − µx) (yt+τ − µy)]

と定義される．

3.3 データに見られる相関

ここでは，データの相関を見るという比較的素朴な方法を考えた．しかし，

今回のデータには実務として耐えうる強い相関を見出すことができなかった．

従って，今回の分析ではよりモデルに基づくものをとることを考えた．



10

第4章 異常値，変化点検出ツール：

Change Finder

購買データに関する異常値，変化点の検出を行う．このために [3, 4]で紹介

されている，異常値と変化点を検出するためのツールである，Change Finder

を紹介する．それに先立ち，ここでは変化点の検出，異常値の検出それぞれに

ついて，解説を行う．異常値の検出は，ある時点において異常な数値が（時系

列の振る舞いの変化ではなく）偶発的に起きた事象によって得られた場合に，

これを変化点の検出としてではなく異常値として判別することである．食品

の購買データを例に取ると，特売日に多く売れた場合，その特売日は異常値

と捉えられるべきである．変化点の検出は，時系列の振る舞いの急激な変化

を検出するものである．第二章において，時系列モデルの一つである ARモ

デルを解説した．たとえば，ある時系列が ARモデルでよく記述できるとす

る．しかし，ある時点を境に，時系列を記述する ARモデルのパラメータが

急激に変化するとき，この点を変化点と呼ぶ．食品の購買データを例に取る

と，ある日を境に急激に寒くなった場合，鍋物のような暖かい料理によく用

いられる食材がその日を境に売れ行きがよくなる現象が観測される，と予想

できる．この場合は，その急激に気温が下がった日を変化点と呼ぶことがで

きる．本章の議論は，主に [3, 4]に従う．

4.1 定式化

ここでは変化点検出を定式化する．時系列データを x1x2...とおく．これら

のデータは，確率過程 pに従うものとする．記号を xt−1 = x1x2...xt−1とし，

条件付確率を p
(
xt|xt−1

)
と書く．確率過程 pが例えば確率過程 p(1), p(2)に，

次のように分割できるとする：

p
(
xt|xt−1

)
= p(1)

(
xt|xt−1

)
, t < a,

p
(
xt|xt−1

)
= p(2)

(
xt|xt−1

)
, t ≥ a.

これらが “異なる”場合 t = aが変化点である．これらが異なるかどうかを

判別するために，次のカルバック-ライブラー情報量を考える：
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D
(
p(2)||p(1)

)
:= lim

n→∞

1

n
Ep(2)

[
log

p(2) (xn)

p(1) (xn)

]
,

この指標は非負の値をとり，p(1) = p(2)の場合にD = 0となる．カルバック-

ライブラー情報量は，一般に計算が困難であるものの，容易に計算できる場

合もある．カルバック-ライブラー情報量を計算し設けた基準と照らし合わせ

ることで，変化点や異常値を検出することができる．例えば，以下のような

場合である．

1. jumping mean

p(1), p(2)がそれぞれ正規分布 (µ1, σ) , (µ2, σ)に独立に従うとする．いまD
(
p(1)||p(2)

)
=

(µ1 − µ2)
2
/
(
2σ2
)
である．

2. jumping variance

p(1), p(2)がそれぞれ正規分布 (µ, σ1) , (µ, σ2)に独立に従うとする．いまD
(
p(1)||p(2)

)
=

1
2

(
σ2
2

σ2
1
− 1− log

σ2
2

σ2
1

)2
である．

4.2 統計的検定に基づく変化点検出

変化点検出において最も基本的な方法は，統計的検定に基づくものである．

ここではその概要を述べる．これは，データ列に対して様々な時系列モデル

を当てはめ，ある点の前後において別々の時系列モデルを当てはめた場合の

ほうが，一つのモデルを当てはめた場合と比較して誤差が有意に小さくなる

か否かを検定によって考えるものである．有意に少なくなる場合，これらの

差が最大となる点を変化点とみなす．

これをより厳密に定式化する．データ系列を xn
1 = x1, ...,xnとし，変化点

の候補を tとする．時系列データ xi, (i = 1, · · · , n)の次元は dとする．この

候補の前後の時系列データをそれぞれ xt = x1, ...,xt，xn
t = xt+1, ...,xnとす

る．例として，各時刻 tに対して xt−1
t−k = xt−k, ...,xt−1 が与えられたときの

xt の条件付き確率密度関数が次のように与えられるモデルを考える．

p
(
xt|xt−1

t−k

)
=

1

(2π)
d/2 |Σ|1/2

exp

[
− (xt −wt)

T
Σ−1 (xt −wt)

2

]
ここで，Σは分散共分散行列である．さらに，例えばデータが ARモデルに

従うとするとするとき，kを与えられた正整数，α1, α2, ..., αk, µを実数値パ

ラメータとして

wt =
k∑

i=1

αi (xt−i − µ) + µ
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である．パラメータはデータから最尤推定するとし，その推定されたパラメー

タを用いてARモデルによって求めたwtの予測値を ŵtとするとき，当ては

め誤差を二乗誤差関数を用いて以下のようにする：

I (xn
1 ) =

n∑
t=1

∥xt − ŵt∥2 .

さらに，時刻 tの前の当てはめ誤差 I (xt
1)を Error1とし，時刻 tより後の

当てはめ誤差 I
(
xn
t+1

)
を Error2とするとき，これらの和が時刻 t = t∗にお

いて最小値をとるとする．しきい値 δ > 0を定め

I (xn
1 )−

(
I
(
xt∗

1

)
+ I

(
xn
t∗+1

))
n

> δ

となるとき，t∗ を変化点とする．といったものである．

この方法の一番の問題点は，候補点すべてに対して統計的検定を行うため

に計算量が大きく，動的な計算が難しい点にある．今回の研究対象である購

買データは，データの量が大きくはないためこの点が問題になることはない．

しかし，今回はより新しいアプローチを行いたいため，Change Finderと呼

ばれる計算量の観点から非常に優れるアルゴリズムを用いる．

4.3 Change Finderの概要

Change Finderは，時系列データから外れ値や変化点を検知するツールで

ある．Change Finderの特徴は二段階学習を行う点にある．ここでは大枠の

みを述べ，次節で具体的に確率モデルやスコアを与えた場合を考える．

Step 1：第一段学習

与えられた時系列データを x1,x2, ...とする．これらのデータを用いて，時

系列データの確率モデルに学習させる．ここで得られた確率密度関数の列を

{pt (x) : t = 1, 2, ...}とする．ここで pt−1 (x)は xt−1 = x1, ...,xt−1から学習

された確率密度関数である．この確率密度関数列から，各時点 tのデータ xt

の外れ値スコアを定める．これらのスコアを Score (xt) , t = 1, 2, ...とする．

Step 2：平滑化

幅W > 0の窓を設定し，窓内のデータに関して Step1で求めた外れ値スコア

の平均を計算する（平滑化）．さらに，この窓を移動することで平均移動ス

コアによる時系列 {yt : t = 1, 2, ...}を新たに計算する．まとめると，本 Step

ではスコア系列 {Score (xi) : i = t−W + 1, ..., t}に対してW -平均スコア系

列 yt をスコア移動平均として次のように定義する：
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yt =
1

W

t∑
t=t−W+1

Score (xi) .

Step 3：第二段階学習

ここでは，Step1と似た作業を再び行う．Step2で得た新たな時系列データを

yt, t = 1, 2, ...とし，これらのデータを用いて再び時系列データの確率モデル

に学習させる．ここで得られた確率密度関数の列を {qt (yt) : t = 1, 2, ...}と
する．この確率密度関数列から，各時点 tのデータ ytの外れ値スコアを定め

る．これらのスコアを Score (yt) , t = 1, 2, ...とする．ここで幅W ′ > 0の窓

を設定し，時刻 tにおけるW ′-平均スコアを

Score (t) =
1

W ′

t∑
i=t−TW+1

Score (yi)

とする．

冒頭で，Change Finderの特徴が二段階学習にあることを述べた．これは，

第一段階学習では時系列の外れ値検知のみを行うが，Step2の平滑化によっ

てノイズによる外れ値を取り除き，Step3の第二段階目の学習で本質的な変

動を捉え，変化点検知を行うことにある．ところで，Step2で用いた T の値

によって Change Finderの性能に変化が出る．W の値が小さい時は，外れ

値・変化点検知共に敏感に行えるがそれらの見分けが難しい．W の値が大き

いときは，変化点検知に遅れが出てしまうものの外れ値の影響が取り除かれ

変化点のみが検知できるようになる．従って，必要に応じてW の値を調整す

る必要がある．

4.4 Change Finderの例

ここでは，Change Finderにおいて時系列モデルとして ARモデルを用い

た場合に具体的にどのように計算を行えば良いかを述べる．この場合は，特

に計算量を軽減する方法が提案されている．また，具体的にどういったスコ

ア関数を用いれば良いかも述べる．

Step 1：第一段階学習

時系列データ xt, t = 1, 2, ...これを，後に詳しく紹介する SDARアルゴリ

ズムを用いて学習し，得た確率密度関数の列を {pt (x) : t = 1, 2, ...}とする．
SDARアルゴリズムは，一般的な変化点検知の手法である統計的検定による

ものに比べて，計算量が非常に軽減されるものであり，次節で詳細に述べる．
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各時点 tのデータ xtの外れ値スコアを評価するスコア関数についてであるが，

例えば対数損失

Score (xt) = − log pt−1 (xt)

または，ヘリンジャー距離

Score (xt) = d (pt−1, pt) =
∑(√

p (xt−1)−
√
p (xt)

)2
を用いて計算する．

d次元の ARモデルは次のように記述できる：

zt =
k∑

i=1

Aizt−i + ε

いま Ai は係数行列，εは平均 0，分散共分散行列が Σであるノイズである．

ここで，観測された時系列 {xt : t = 1, 2, ...}が

xt = zt + µ

を満たすと仮定する．さらに xt−1
t−k = xt−k...xt−1とて，xt−1

t−kの条件の下での

xt の条件付確率密度は

p
(
xt|xt−1

t−k : θ
)
=

1

(2π)
k/2 |Σ|1/2

exp

(
−1

2
(xt −w)

T
Σ−1 (xt −w)

)
,

w =
k∑

i=1

Ai (xt−i − µ) + µ

である．パラメータの設定を考える．θ = (A1, ..., Ak, µ,Σ)と置き，xt の元

で推定した θを θtとして，pt = p (·|·, θt)と置く．θの推定は次を最大化する

ことで行う (SDARアルゴリズム)：

k∑
i=1

(1− r)
t−i

log p
(
xi|xi−1, θ

)
.

Step 2：第二段階学習

Step1で得た新しい時系列データ {yt : t = 1, 2, ...}に対し，ARモデルを用い

てモデル化し，再び SDARアルゴリズムによって学習を行う．ここで得られ

た確率モデルの時系列を {qt : t = 1, 2, ...}と置く．再びW ′ > 0を設定し，時

刻 tにおけるW ′-平均スコアを次の対数損失
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Score (t) =
1

W ′

t∑
i=t−W ′+1

(− log qi−1 (yi))

または Step1と同様にヘリンジャー距離

Score (t) =
1

W ′

t∑
i=t−W ′+1

d (qi−1, qi)

を用いて定める．Score (t)の値が大きいほど時刻 tが変化点である可能性が

高いとみなすことができる．

4.5 SDARアルゴリズム

ここでは，ARモデルのオンライン忘却学習アルゴリズムである，SDAR

アルゴリズム (Sequencially Discounting AR model learning)について解説

をする．総数 nの時系列データ x1, ...,xnを考える．xt = zt + µと変換をす

れば，z1, ..., zn に関する尤度は次のようになる：

k∏
t=1

p (zt|θ) ·
n∏

t=k+1

p
(
zt|zt−1

t−k : θ
)
.

対数尤度は

k∑
t=1

log p (zt|θ) +
n∑

t=k+1

log p
(
zt|zt−1

t−k : θ
)
.

である．n ≫ k の条件の下，上の式は第二項が支配的である．そこで，AR

モデルの確率密度関数を考え，以下のように近似する：

− (n− k) log
(
(2π)

1/2 |Σ|1/2
)
−1

2

n∑
t=k+1

(
zt −

k∑
i=1

wizt−i

)T

Σ−1

(
zt −

k∑
i=1

wizt−i

)
.

この式をwについて偏微分すれば，対数尤度を最大にするwi (i = 1, ..., k)は

次を満たす（ユール‐ウォーカーの方程式）：

k∑
i=1

wiCj−i = Cj (j = 1, ..., k) .

いま，Cj は次で与えられる自己共分散である：
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Cj =
1

n− k

n∑
t=k+1

ztz
T
t−j

=
1

n− k

n∑
t=k+1

(xt − µ) (xt−j − µ)
T
.

また，すべての正の整数 sに対して次が満たされる：

Cs = CT
−s.

µと Σの最尤推定量は以下のように求める：

µ̂ =
1

n− k

n∑
t=k+1

xt,

Cj の µに µ̂を代入したときのユール‐ウォーカー方程式の解を ŵ1, ..., ŵk と

すると，

Σ̂ =
1

n− k

n∑
t=k+1

(
zt −

k∑
i=1

ŵizt−i

)(
zt −

k∑
i=1

ŵizt−i

)T

=
1

n− k

n∑
t=k+1

(
xt − µ̂−

k∑
i=1

ŵi (xt−i − µ)

)(
xt − µ̂−

k∑
i=1

ŵi (xt−i − µ)

)T

となる．

SDARアルゴリズムは上の計算を逐次的に実行するが，その際にパラメー

タや統計量を，現在の値と新しい値の (1− r) : rの比の重みつき平均の形で

更新する．0 < r < 1は忘却パラメータであり，rが小さいほど SDARアル

ゴリズムは過去のデータの影響を大きく受けることとなる．ARモデルは時

系列の定常性を仮定するモデルであるが，変化点検出にあたっては非定常性

を仮定しなくてはならない．SDARアルゴリズムは，忘却効果を取り入れる

ことで ARモデルを主体的に用いつつも非定常なモデルの学習を実現してい

る．ここで，SDARアルゴリズム視覚的にまとめておく．
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　　 SDARアルゴリズム

忘却パラメータ:0 < r < 1

µ̂, Cj , ŵj (j = 1, 2, ...) , Σ̂を設定

t (= 1, 2, ...)に対して xt を読み込み，次を計算する：

µ̂ := (1− r) µ̂+ rxt,

Cj := (1− r)Cj + r (xt − µ̂) (xt−j − µ̂)
T
.

さらに，次のユール‐ウォーカー方程式を解く

k∑
i=1

wiCi−i = Cj (j = 1, ..., k) .

上の式の解を ŵ1, ..., ŵk とおき，以下を計算する．

x̂t :=
k∑

i=1

ŵi (xt−i − µ̂) + µ̂,

Σ̂ := (1− r) Σ̂ + r (xt − x̂t) (xt − x̂t)
T
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第5章 分析結果，考察

ここでは，Change Finderを用いた分析の結果を示す．ここで扱うデータ

は，スーパーの販売のデータに関するものである．野菜五種類，肉六種類の

データがあり，11種類のデータは，同一チェーン店の，異なる店舗による販

売データである．それぞれ，Change Finderによる異常値検知または変化点

検知を行った．

5.1 Change Finderの第一段階学習による異常値

検知

以下では，実データを用いた分析を行う．SDARモデルの自由度と忘却パ

ラメータに関しては，ARモデルの次数を 2，忘却パラメータを 0.02とした．

また，各々の分析において Score [x (t)]の平均を E [Score [x (t)]]，標準偏

差を σ [Score [x (t)]]として

E [Score [x (t)]] + 4σ [Score [x (t)]]

よりも大きな Scoreを示した時点でのデータを異常値とした．

また，比較のために，Score [x (t)]ではなく x (t)をそのまま用いて

E [x (t)]− 2σ [x (t)] ∼ E [x (t)] + 2σ [x (t)]

の範囲に入らない時点のデータを異常値とした場合との比較も行った．各グラ

フの先頭数日間は，SDARモデルの学習に用いられるため，参考とならない．
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5.1.1 野菜 1の分析
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図 5.1.1: 野菜 1の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線と青い

線は異常値のしきい値を表す．
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図 5.1.2: 野菜 1の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

野菜 1の販売データは全体を通じて変動が大きく，明らかに異常値と考え

られるデータはない．しかし，第 46日目の売り上げは，両手法において共に

異常値と認識された．
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5.1.2 野菜 2の分析
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図 5.1.3: 野菜 2の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線は異常

値のしきい値を表す．青い線のしきいは負であり，図には表れない．
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図 5.1.4: 野菜 2の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

野菜 2の販売データでは，第 59日目の売り上げが突出している．販売デー

タから直接判別する方法では，第 13, 17, 25, 52, 29日目の売り上げが異常値と

して判断された．第一段階学習スコアから判別する手法では，第 13, 59日目

の売り上げが異常値として認識された．
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5.1.3 野菜 3の分析
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図 5.1.5: 野菜 3の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線と青い

線は異常値のしきい値を表す．
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図 5.1.6: 野菜 3の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

野菜 3のデータでは，販売データから直接判別する方法では，第 45, 46, 59, 60

日目が異常値として判別された．第一段階学習スコアを用いる方法では，顕

著な変化ではないものの，第 45, 46, 59, 60日目にスコアが大きくなる様子が

観察された．
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5.1.4 野菜 4の分析
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図 5.1.7: 野菜 4の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線と青い

線は異常値のしきい値を表す．
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図 5.1.8: 野菜 4の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

野菜 4の分析においては，第 11日目の販売データが，両手法において共に

異常値と判別された．
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5.1.5 野菜 5の分析
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図 5.1.9: 野菜 5の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線と青い

線は異常値のしきい値を表す．
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図 5.1.10: 野菜 5の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値

のしきい値を表す．

野菜 5の分析では，販売データから直接判別する手法では異常値と判断さ

れるデータが多く存在したものの，第一段階学習スコアを用いて判別する手

法では異常値とされるデータが存在しなかった．
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5.1.6 肉 1の分析
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図 5.1.11: 肉 1の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線は異常

値のしきい値を表す．青い線のしきいは負であり，図には表れない．この分

析では，T = 2の時はユール・ウォーカー方程式が不安定なため，ARモデ

ルの次数を 3としている．
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図 5.1.12: 肉 1の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

肉 1の分析においては，販売データから直接判別する方法，第一段階学習

スコアから判別する方法ともに第 62日目の売り上げが異常値と判断された．

売り上げデータに見られる 63日以降の大きな値は，第一段階学習スコアとし

ては異常値として判断されなかった．
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5.1.7 肉 2の分析
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図 5.1.13: 肉 2の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線と青い

線は異常値のしきい値を表す．
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図 5.1.14: 肉 2の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

肉 2の販売データは全体を通じて変動が大きい．販売データから直接判別

する方法では多くの日の売り上げが異常値と判断された．　第一段階学習ス

コアを用いる方法では，その中で第 7, 67日目のデータが異常値と判別された．
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5.1.8 肉 3の分析
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図 5.1.15: 肉 3の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線と青い

線は異常値のしきい値を表す．
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図 5.1.16: 肉 3の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．この分析のみ ARモデルの次数を 3とした．

肉 3の分析においては，販売データから直接判断する方法では異常値と判

別される日が多く存在したが，第一段階学習スコアを用いる方法だと異常値

と判断される日は存在しなかった．
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5.1.9 肉 4の分析
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図 5.1.17: 肉 4の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線は異常

値のしきい値を表す．青い線のしきいは負であり，図には表れない．
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図 5.1.18: 肉 4の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

肉 4の分析においては，販売データから直接判別する手法では異常値と判

断される日が多いが，第一段階学習スコアを用いる方法では，60日目が異常

値として判断される．元データの 60日目以外に見られる大きな値は，スコア

の方ではあまり大きな影響がみられなかった．
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5.1.10 肉 5の分析
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図 5.1.19: 肉 5の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線と青い

線は異常値のしきい値を表す．
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図 5.1.20: 肉 5の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

肉 5の分析においては，販売データから直接判別する手法では売り上げの

大小それぞれにおいて異常値と判断される日が存在したが，第一段階学習ス

コアを用いる方法では，異常値と判断された日は存在しなかった．
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5.1.11 肉 6の分析
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図 5.1.21: 肉 6の販売量．横軸が経過日数，縦軸が販売実績．赤い線と青い

線は異常値のしきい値を表す．
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図 5.1.22: 肉 6の分析．横軸が経過日数，縦軸がスコア．赤い線は異常値の

しきい値を表す．

肉 6の分析においては，販売データから判別する手法では多くの日が異常

値と判断されたが，第一段階学習スコアを用いる方法では異常値と判断され

た日は存在しなかった．

5.2 Change Finderによる異常値検知の考察

忘却パラメータが大きいとき，つまり，過去のデータの引きずりが小さい

場合は，元データの振動がスコアに直接反映されるため，よい評価ができな

いと考えられる．今回の購買データの分析においては，忘却パラメータを小

さく設定することが好ましいといえる．また，ARモデルの次数は，直感的
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には一週間ごとのトレンドを反映する 7がよいように思えるが，実際には 2

または 3に設定するのがよいだろう．

例えば野菜 1のように，大きく全体が振動しているようなデータに対して

は，アルゴリズムがよく動いていないと考えられる．

5.3 Change Finderの第二段階学習による変化点

検知

異常検知を行った 11種類のデータの中で，特に変化点を持つと考えられる

野菜 1，野菜 2，肉 1のデータについて，Change Finderを適用した結果を

掲載する．各グラフの先頭数日間は，SDARモデルの学習に用いられるため，

参考とならない．

5.3.1 野菜 1の分析
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図 5.3.1: 第一段階学習において AR モデルの次数を 3，忘却パラメータを

0.02，窓幅を 4とし，第二段階学習において ARモデルの次数を 2，忘却パ

ラメータを 0.02窓幅を 4とした場合の分析．横軸が経過日数．縦軸がスコア．

野菜 1の販売データでは，50日目以降に，平均と分散が小さくなる，変化

点と考えられる部分がある．パラメータをうまく調整することで，この変化

点を検出することができる．
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5.3.2 野菜 5の分析
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図 5.3.2: 第一段階学習において AR モデルの次数を 2，忘却パラメータを

0.02，窓幅を 3とし，第二段階学習においてARモデルの次数を 2，忘却パラ

メータを 0.002窓幅を 3とした場合の分析．横軸が経過日数．縦軸がスコア．

野菜 5の販売データでは，50日目前後に平均と分散が小さくなる，変化点

と考えられる部分がある．パラメータをうまく調整することで，この変化点

を検出することができる．

5.3.3 肉 1の分析
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図 5.3.3: 第一段階学習において AR モデルの次数を 3，忘却パラメータを

0.02，窓幅を 4とし，第二段階学習においてARモデルの次数を 3，忘却パラ

メータを 0.002窓幅を 4とした場合の分析．横軸が経過日数．縦軸がスコア．

肉 1の販売データでは，60日目以降に，平均値と分散が大きくなる変化点

と考えられる部分がある．パラメータをうまく調節することで，この変化点

を検出することができる．
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5.4 Change Finderによる変化点検知の考察

今回の分析では，販売データにおいて変動の様子が明らかに変化した時点

に関して，その時点を変化点として捕らえることができた．しかしながら，現

時点ではパラメータの設定は手作業で行う必要がある．この作業を自動化す

ることができれば，より便利なものとなるだろう．
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第6章 まとめとこれからの課題

今回の分析によって，本来は大規模なデータに対して用いられるアルゴリ

ズムである Change Finderが，今回のような購買データに対しても効果的で

あることがわかった．特に，異常値検知に関してはある程度の知見を与える

ことができると思われる．一方で，変化点検知に関しては今回の分析ではよ

くわからない点があったので，変化点を含みそうな購買データに対しても分

析を行ってみたいと思う．（例えば，消費税の増税は変化点なのか異常値なの

か，など）

また，今回のデータは，異なるデータ列間には相関が見られないものであっ

た．もし，データ列間に相関がある程度見られるならば，Change Finderを

多次元に拡張することで，よりよい異常値検知，変化点検知を行うことがで

きると考えられる．
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付 録A 数学的な補足

A.1 カルバック-ライブラー情報量について

ここでは，学習理論においてよく用いられるカルバック-ライブラー情報量

の解説を行う [5]．

A.1.1 情報量の概念

離散的確率変数 xを考える．情報量 h (x)は，この変数 xに関する値を得

た場合に，値を得たことがどのくらい価値のあることかを測るものであって

ほしい．そこで，xの従う確率密度関数を p (x)として，次が要請される．1．

h (x)は p (x)の単調な関数である．2．事象 x, y が独立（無関係）であると

き，h (x, y) = h (x)+h (y)が成立する．これらと，p (x, y) = p (x) p (y)の関

係より，h (x)は p (x)の対数となるため，

h (x) = − log p (x)

と定義する．低い確率で起きる事象 xに対して，大きな情報量 h (x)が得ら

れる．対数の底の選び方には自由度がある．情報理論では一般的に 2が底と

して用いられ，単位はビットである．

A.1.2 エントロピーについて

上で定義した情報量を用いて，エントロピーを定義する．エントロピーは

情報を分布に関して平均値をとったものであり，次のように定義する：

H [x] = −
∑
x

p (x) log p (x) .

エントロピーに対する，物理的な解釈を与える．N 個の同じ物体がたくさ

んの箱に入れられている状況を考える．i番目の箱には ni個の物体が入るも

のとして，物体を箱に入れる場合の数を考える．このとき，ni番目の箱には

ni!通りの順番付けの方法があるため，N 個の物体を箱に入れる，入れ方の

総数は
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W =
N !∏
i ni!

だけあり，これを多重度という．このときのエントロピーは，この多重度の

対数を適当に定数倍したものと定義し，

H =
1

N
lnW =

1

N
lnN !− 1

N

∑
i

lnni!

となる．ここで，ni/N を一定として N → ∞の極限を考える．スターリン
グの公式

lnN ! ≃ N lnN −N

を用いると，
∑

i ni = N より

H = − lim
N→∞

∑
i

(ni

N

)
ln
(ni

N

)
= −

∑
i

pi ln pi

ここで，pi = limN→∞ (ni/N)は物体が i番目の箱に割り当てられる確率を

あらわす．物理的な解釈を述べると，箱中の物体の特定の状態をミクロ状態

と呼び，ni/N で表される物体の占有率の分布はマクロ状態と呼ぶ．また，多

重度W はマクロ状態の重みと呼ぶ．

以上は，離散的な変数に関するエントロピーを考えたが，連続的な変数に

対するエントロピーを考えることもできる．この場合は

H [x] = −
∫

p (x) ln p (x) dx

となる．

A.2 カルバック-ライブラー情報量について

以上の議論から，カルバック-ライブラー情報量を考察する．ある未知の分

布 p (x)を近似的に q (x)でモデル化したとする．つまり，p (x)に基づいて発

生する情報を近似的に q (x)に基づくと仮定して，q (x)を使って xを受信者

に伝える状況を考える．このとき，xの値を特定するために必要な追加情報

量の平均は

KL (p||q) = −
∫

p (x) ln q (x) dx−
(
−
∫

p (x) ln p (x) dx

)
= −

∫
p (x) ln

{
q (x)

p (x)

}
dx

となる．これを，分布 p (x)と q (x)の間を相対エントロピーまたはカルバッ

ク-ライブラー情報量と呼ぶ．
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A.3 対数損失の意義

Change Finderにおいて，対数損失を用いることが提案されている．対数

損失の利点としては，計算量が二乗誤差の和の計算よりも少なくて済むこと

が挙げられる．対数損失の意味は，カルバック-ライブラー情報量の観点から

説明することができる．データが未知の分布 p (x)に従って生成されていると

するとき，これをモデル化する．モデル化に当たって，パラメータ θ（変数）

を持つパラメトリックな分布 q (x|θ)を使って近似することを考える．θを定

める一つの方法として，p (x)と q (x|θ)の間のカルバック-ライブラー情報量

を最小化することを考えることができる．p (x)を直接知ることはできないた

め，p (x)から得られた有限個の訓練点 xn (n = 1, 2, ..., N)を用いて近似する

ことを考える．このときのカルバック-ライブラー情報量は

KL (p||q) ≃ 1

N

N∑
n=1

{− ln q (xn|θ) + ln p (xn)}

となる．つまり，カルバック-ライブラー情報量の最小化は，尤度の最大化と

同等である．Change Finderで用いる対数損失は，この観点の文脈から生じ

たものと考えられる．
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付 録B プログラム

今回用いた，Change Finderのプログラムである．言語は Rを用いた．

###データは.txt形式で縦に一列に並べる．

###scorextは第一段階学習でのスコア．外れ値はここではじくことができ

る．

###scoreは第二段階学習でのスコア．変化点はこの値を見ればよい．

#####変化点検知用

###########step1

x <- read.table("yasai1.txt") ###データの読み込み

n <- nrow(x)

scorext <-matrix(0, nrow=n, ncol=1)

pt <-matrix(0, nrow=n, ncol=1)

###窓の設定

Tst1 <- 3

Tst3 <- 5

###ARモデルの自由度

kst1 <- 3

kst3 <- 2

###忘却パラメータ

rst1 <- 0.02

rst3 <- 0.002

xmean <- mean(x[,1])

Cst1 <- matrix(0, nrow=kst1+1, ncol=n)

Cst1e <- matrix(0, nrow=kst1, ncol=1)

Cmatst1 <- matrix(0, nrow=kst1, ncol=kst1)

nmatst1 <- matrix(0, nrow=kst1, ncol=kst1)

wst1 <- matrix(0, nrow=kst1, ncol=n)

xt <- matrix(0, nrow=n, ncol=1)

xtemp <- 0

#must1 <- xmean

must1 <- 0

sigmast1 <- matrix(0, nrow=n, ncol=1)
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kstartst1 <- kst1+1

for (t in kstartst1 : n ) {

must1 <- (1-rst1)*must1 + rst1*x[t,1]

for (j in 1 : kstartst1){

Cst1[j,t] <- (1-rst1)*Cst1[j,t-1]+rst1*(x[t,1]-must1)*(x[t-j+1,1]-must1)

}

Cmatst1 <- matrix(0, nrow=kst1, ncol=kst1)

for (j in 1 : kst1){

nmatst1 <- matrix(0, nrow=kst1, ncol=kst1)

for (i in 1 : kst1){

for (l in 1 : kst1){

if (abs(l-i) == j-1){

nmatst1 <- matrix(0, nrow=kst1, ncol=kst1)

nmatst1[l,i] <- 1

Cmatst1 <- Cmatst1 + Cst1[j,t]*nmatst1

}

}

}

}

for (i in 1:kst1){

Cst1e[i]<-Cst1[i+1,t]

}

wst1[,t] <- solve(Cmatst1,Cst1e)

for (i in 1 : kst1){

xtemp <- xtemp + wst1[i,t]*(x[t-i,1]-must1)

xt[t] <- xtemp + must1

}

xtemp <- 0

if (t == kstartst1){

sigmast1[t] <- (x[t,1]-xt[t])*(x[t,1]-xt[t])

}

if (t != kstartst1){

sigmast1[t] <- (1-rst1)*sigmast1[t-1] + rst1*(x[t,1]-xt[t])*(x[t,1]-xt[t])

}

pt[t] <- exp((-(xt[t]-x[t,1])^2)/(2*sigmast1[t]))*(1/(2*pi*sqrt(sigmast1[t])))

scorext[t] <- -log(pt[t])

}
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#######step2

y <- matrix(0, nrow=n, ncol=1)

ytemp <- 0

step2kst1 <- kst1+Tst1

for (t in step2kst1 : n ) {

kstartst2 <- t-Tst1+1

for (i in kstartst2 : t){

ytemp <- ytemp + scorext[i]

}

y[t] = ytemp/Tst1

ytemp <- 0

}

#########step3

scoreyt <-matrix(0, nrow=n, ncol=1)

qt <-matrix(0, nrow=n, ncol=1)

ytempst3 <- 0

Cst3 <- matrix(0, nrow=kst3+1, ncol=n)

Cmatst3 <- matrix(0, nrow=kst3, ncol=kst3)

Cst3e <- matrix(0, nrow=kst3, ncol=1)

nmatst3 <- matrix(0, nrow=kst3, ncol=kst3)

wst3 <- matrix(0, nrow=kst3, ncol=n)

yt <- matrix(0, nrow=n, ncol=1)

ysum <- sum(y)

#must3 <- ysum/(n-Tst1-kst1+1)

must3 <- 0

sigmast3 <- matrix(0, nrow=n, ncol=1)

kstartst3 <- kst1+Tst1+1+kst3

kstartst32 <- kst3+1

for (t in kstartst3 : n ) {

must3 <- (1-rst3)*must3 + rst3*y[t]
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for (j in 1 : kstartst32){

Cst3[j,t] <- (1-rst3)*Cst3[j,t-1] + rst3*(y[t,1]-must3)*(y[t-j+1,1]-must3)

}

Cmatst3 <- matrix(0, nrow=kst3, ncol=kst3)

for (j in 1 : kst3){

nmatst3 <- matrix(0, nrow=kst3, ncol=kst3)

for (i in 1 : kst3){

for (l in 1 : kst3){

if (abs(l-i) == j-1){

nmatst3 <- matrix(0, nrow=kst3, ncol=kst3)

nmatst3[l,i] <- 1

Cmatst3 <- Cmatst3 + Cst3[j,t]*nmatst3

}

}

}

}

for (i in 1:kst3){

Cst3e[i]<-Cst3[i+1,t]

}

wst3[,t] <- solve(Cmatst3,Cst3e)

ytempst3 <- 0

for (i in 1 : kst3){

ytempst3 <- ytempst3 + wst3[i,t]*(y[t-i]-must3)

yt[t] <- ytempst3 + must3

}

if (t==kstartst3){

sigmast3[t] <- (y[t]-yt[t])*(y[t]-yt[t])

}

if (t!=kstartst3){

sigmast3[t] <- (1-rst3)*sigmast3[t-1] + rst3*(y[t]-yt[t])*(y[t]-yt[t])

}

qt[t] <- exp(((yt[t]-y[t])^2)/(2*sigmast3[t])*(-1))*(1/(2*pi*sqrt(sigmast3[t])))

scoreyt[t] <- -log(qt[t])

}

score <- matrix(0, nrow=n, ncol=1)

scoretemp <- 0

winsst3 <- kst1+Tst1+Tst3

for (t in winsst3 : n ) {
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kstartscore <- t - Tst3 +1

for (i in kstartscore : t){

scoretemp <- scoretemp + scoreyt[i]

}

score[t] = scoretemp/Tst3

scoretemp <- 0

}

#plot(x[,1],xlab="days",ylab="sales quantity",type="o",main="niku6")

#par(new=T)

plot(score,xlab="days",ylab="score",col="red",main="niku1",type="o")
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付 録C データの出典

野菜と肉のデータは，食品スーパーのある店舗における 2013年 10月 17日

から 12月 25日の 70日間の販売数量である．


